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不完備市場における課税均衡の存在:公共財供給のケース
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Abstract

We have incorporated capital income tax and public good into the stan-

dard General Equilibrium model with incomplete market so as to make a new

model, and prove the existence of equilibrium of the model.

Key Words: incomplete market不完備市場　capital income tax資本所得税,

public good公共財.

1　はじめに

不完備市場モデルは, Arrow(1964)による証券市場の一般均衡モデルの一般化として発
展してきた。このモデルは,ボートフォリオ選択や資産価格理論,資本構成問題にも応用

され,ファイナンス研究者にとって重要なものとなっている1。

不完備市場モデルに資本所得税を導入し,そのモデルに均衡が存在することが,清水

(2002)によって証明された。そこでは,税収は各個人に一括移転で配分される状況を考え

た2。しかし,せっかく徴収した税収を一括移転するような状況は,政府の行動としては不

十分であり,租税の意義についても納得のいく状況とは考えにくい。そこで,本稿では政府

がより積極的な活動を行う状況として,税収によって公共財を供給するモデルを考え,そ

の均衡の存在を証明した。

本稿で考察する公共財は「等量消費」の性質を満たす純粋公共財である。 「等量消費」と

は,公共財の総供給量を全ての個人が消費できることである。この概念は,サミュエルソ

ンによるもので,私的財と公共財の本質的な差異を明確に表現するためのものであり,も

ちろんすべての公共財がこのような性質を持つとは限らない。しかし,このような特徴づ

1例えば, Duffie(1991,1996),Geanakoplos(1990),Demarzo(1988) Magill and Quinzii(1996)などを見よ
2不完備市場に資本所得税を導入する意義については,清水(2002)を参照されたし。
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けによって公共財を純粋理論の枠内で分析できるようになった。本稿はモデルの理論的な

面に興味を集中するため, 「等量消費」をみたす純粋公共財を導入している。

本稿の想定する経済は以下のようなものである。期首・期末(来期の期首)を視野に入れ

る1期間のモデルを考え,不確実性を期末に起こる自然の状態によって表す。つまり,ア

ロー・デブルー流の状態選好アプローチを採用する3。この経済では,期首に証券を取引で

きるが,期末には証券から得られる所得に課税(資本所得税)がなされる。証券配当に対

する税率は,期末に実現する状態によって変えることができるものとする。これは,好況・

不況によって減税があったり増税があったりすることに対応していると解釈できる。政府

は税収を用いて公共財を生産し,供給する。証券は,状態に依存して購買力が引き渡され

るような証券で,ある個人が発行したものを,他の個人が購入するようになっているので,

「純供給量-ゼロ」が均衡条件である。また,期末には財市場が開かれる。個人は,期末の

状態に依存した初期賦存と課税後の証券配当を元手に財市場で取引を行う。

租税がない時の不完備市場のモデル設定は, Geanakoplos and Polemarchakis(1986),

Werner(1985)などによって与えられ均衡の存在も示されている。本稿でも,本稿の課

税均衡の存在証明は基本的な方法をGeanakoplos and Polemarchakis(1986)に依っている。
しかし,租税の導入のためにいくつかの問題が生じる。予算制約集合の凸性,無裁定条件

の拡張,そして,政府の予算制約の成立などである。これらの問題の本質は,課税が資本

の保有者(証券を買い持ちする者)になされ,資本の借り手(売り持ちの者)には課税さ

れないという非対称な特徴にある。これらの問題は,清水(2002)において肯定的に解決さ
れている。本稿では,既に冒頭で述べたように政府の活動をより具体化すべく,公共財の
供給を導入している。

清水(2002)では,比較的低い税率のもとで均衡が存在することが証明された。一方,本

稿では,ほとんどどのような税率のもとでも均衡が存在することを証明した。これは本稿

のモデル化の大きな利点の一つであると考えられる。ほとんどの税率に対して均衡が存在

する直観的な理由は,次のように考えられる。税収を一括移転の形で個人に移転する場合,

個人がいくらでも大きな移転を予想してしまう状況を排除することが難しいためである4。

一方,本稿のように政府が税収で公共財を供給する場合,そのような状況が起こらないた

め,ほとんど全ての税率の下で均衡の存在が証明できる。

資本所得税は資本収入(本稿においてはペイオフ)からその取得原価を差し引いたものに
一定の率で課されるという形式が自然かもしれない。しかし,本稿ではペイオフに対して

定率の税が課されるものとする。この設定は租税の非対称性という特性を有し,同時に,資

本の所有者を資本所得の発生者とそれ以外に分けるという表現上の煩雑さをさけるための

工夫ともなっている。さらに,本稿で想定している租税は,株式取引におけるキャピタル

ゲイン課税における源泉分離課税(譲渡価格の1.05 %)のような現実の制度に対応してい

る。本稿で想定する課税制度も不自然というわけではないであろう。

'Arrow(1964) ,Debreu(1959)

4もちろん,清水(2002)では,低い税率のもとで均衡の存在が証明されているというだけで,証明を工夫
すれば,より広い税率の下で均衡の存在が証明できるという可能性は残されている。
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2　モデル

標準的な1期間(期首・期末)の不完備市場に,資本所得税制および公共財供給を付加し
たモデルを考察する。

経済には不確実性が存在し,それは期末に実現するS個の自然の状態(state of nature)

S∈S:-{!,...」}　によって表されるものとするo物理的な属性の異なる私的財はL種類

存在し, e∈L:-{1,...,L}で表す。物理的な属性が同一の私的財であっても,異なる状
態で利用可能ならば異なる財と考えることにする。ある状態Sにおける財eをl{a)で表

す。私的財は期末に開かれる財市場で取り引きされる。各状態ごとに異なる市場が開かれ

る。財価格を. P--(pi,-,Ps) ∈^+L ,Pa >-{Pal,-.,PaL) ∈RL+で表すoまた,経済には
証券がA種類存在し,第a証券の量をya∈R,a∈A:-{1}…,AIで表す(ya≧oなら

ば買い持ち(longposition)を　va <oならば売り持ち(short position)を表わす。)o以下
では断らない限りA<Sと仮定する。各証券は期末に実現する状態に依存して,その保有

者にrsa単位の1(8)財(状態Sにおける基準財)を引き渡すことを約束するo存在する
証券のペイオフをまとめたペイオフ行列Rを, SxA行列

γ11　‥.　γ1A

rsi TSA

で表す。 γβで第β行を表す。証券は期首に不確実性が解消する前に証券市場で取り引きさ

れ,証券価格をq∈RAで表すi&nkR-Sの時に市場は完備であるといい, i&nkR<S
の時に不完備であるという。 A<Sのとき市場はもちろん不完備である。証券の純供給量

はゼロであるとする。

次に,資本所得税制と公共財を導入する。政府は,証券かちのペイオフに状態ごとに特

定された定率税を課税する。ただし,各状態では,いずれの証券も同一の税率を課されて

いる。ある状態における税収は,その状態における公共財の供給に用いられる。

舌:- (まi,...,*s),O<ta < lによって各状態における税率を表わし, G:- (Gu...tGs)によ
って,各状態での公共財供給を表わす。等量消費の性質より,全ての個人がG :- (Gu-;Gs)
だけの公共財を等しく消費できる。また,簡単のため, 1単位のニュメレールから1単位

の公共財が生産されるものと仮定する。課税後のペイオフ行列を,

1-*1

1-ts

で定義する。 r-Sで第8行を表す。
消費者はH人存在し, h∈H:- (1,…,Hlで表す。各消費者は消費集合tS(L+l)上の

効用関数Uh : R*(L+1) →Rと私的財の賦存eh ∈畔で特徴づけられるo私的財の消費
5記号の節約のために,集合の最大元とその集合を同じ記号で表わす。
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計画を,/l.-:-(紘...,痩)∈RfLで表す。ボートフォリオをyh:-(yf,～.km∈RAで表

す。またe:-(e¥…,eH),x:-(x¥...,xH),y:-(y¥…,yH),V:-(U¥-,uサ),

とする。

情報の非対称性と取引コストがなく,財と証券の完全分割可能性を仮定する。また,

tfk^maxd&O)空。:-min(ifi,0)

y¥---{粛i.-サS/+a)空:-(iJi,...,V空A)

と定義するとyh-y告+y空である。y告≧06は買い持ち(longposition)を,y空_<Oは

売り持ち(shortposition)を表わしている。ここで,効用関数,賦存,ペイオフ行列に関し

て次を仮定する。

(Al)全てのh∈Hについて,Uhは連続かつ準凹であるo

(A2)∈Rft,∀h∈H

(A3)Uhは定義域の内点において私的財に関して狭義単調増加関数である。つまり(x,G)>

(丘,a)≫0ならばUh{x,G)>U¥丘,a)である。

(A4){(z',G')∈lS^L+1)¥Uh(x′,G′)≧Uh(x,G)}⊂∀(s.G)∈Rj」

(A5)≧0,∀S∈S

(A6)ranktf-A<S

R:-Ri

R2

仮定してよい。

とすると, A6より一般性を失うことなくRlはフルランクのAxA行列と

個人の予算制約は

ps・(a」-e告)<psi{{l-ts)rs-y告+r.-y*}, ∀S∈s

q.f/i-Q

である。また,予算集合を

B(eh,p,q) :-{(x¥yh) ∈RSLx　¥x¥yh)は(1)(2)をみたす)

であらわす。各個人は,予算制約の下で効用最大化を行う。政府の予算制約は

ts∑rs-y告-Gs,∀S∈S
h∈H

である。次に,裁定を定義する。裁定とは直観的には,無から有を生むようなポートフォ

リオである。裁定が存在しないことと　p,q,Gを所与としたときに個人の効用最大化問題
に解が存在することは同値である事がよく知られている7 。この事実は補題2を通じて均

衡の存在を保証するために用いられる。

6ベクトルx-{xi),y-{yi)の間の不等号は, 3=≧yにより3=i≧vt,Viを表わし　x>yにより3;≧y
かつT≠yを表わし, 3;≫yに.よりxi>yi,∀iを表わす。

7Magill and Shafer(1991) p.1534 Z.10-12
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定義1裁定(arbitrage)とは,ボートフォリオyで

Ry++Ry->0かつq-y<0

をみたすものをいう。ある証券価格qに対して裁定yが存在しないときqを無裁定価格と

呼ぶ。

個人の締約需要対応(truncated demand correspondence)を

dh(eh,t,p,q,G;K) '.- &rg措く函*)!(*,V) 。 B(eh,p,q) nK}
によって定義する。ここでK :-トk,k]SL+Aは一辺が2kの立方体である4(e¥t,p,q,G;K),

・ァ(eh,t,p,q,G;K)を,それぞれ財と証券の需要関数とするoつまり　<ォ(・), <S(・)はそれ

ぞれdh(eh,t,p,q,G;K)を財空間及び証券の空間に射影したものである。

捕題1 8Al-A4がみたされているとき　dh(eh,t,p,q,G;K)はp≫O,q>0に関して非

空,コンパクト値,凸値,上半連続である。

縮約総需要対応を

d(e,t,p,q,G;K) :- {d。(e,t}p,q,G]K),dy(e,t,p,q,G¥K))

d。(e,t,p,q,G]K) :- min
(hFHE,l, k) S∈S,l∈L

wherex　∈ォ(・)

dy(e,t,p,q,G)K)-mini|VyJ|

heH。wherej/16dj(')

で定義すると,補題1よりd(.)はp≫O,q>Q,G≧0に関して非空,コンパクト値,凸

値,上半連続である。

次に,無裁定価格の特徴づけを行う。その際,ペイオフ行列のランクが問題となるが,個

人の予算制約から分かるように,個人の直面するペイオフ行列は,保有するボートフォリ

オによって変わる。つまり,y∈RAをひとつ固定したとき

A+:-{a∈A¥ya≧0},A-:-A＼A十

とLIa+(Ia.)をAxAの対角行列で,対角成分のうちa∈A+(a、∈A-)の成分が

1,他は0である行列とすると,ポートフォリオyを選んだ個人の直面するペイオフ行列は

RIa++RIa-と定義できるoところで,別まA5よりフルランクであるがRIA++RIA-

はtによってはフルランクとはならない。しかし,

T:-{t∈(0,1)J任意のA+⊂Aに対してRIA++RIA_がフルランクになる)

とおくと,7-は(0,1)'において生成的である9。ところで,a/⊂GがGの相対位相で桐

8清水(2002)補題1と同様に証明できる0
9清水(2002)補題2
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密な開集合であるとき,G′を生成的(generic)な集合という。ある性質が生成的な集合の

全ての点で成り立つとき,その性質は生成的に成り立つという。つまり,生成的に成り立

つというのは,成り立たないことが非常に稀で,一般に成り立つと考えても分析上一般性

を失わないというような意味合いを持つ。以上の議論から,税率をTに限ってもほとんど

一般性を失わないことが分かった。以上の準備のもとで,無我定価格の特徴づけを行おう。

補題210A5,A6を仮定する。

C:-{q∈p^L.T¥vrR≦q<vxR,∃VCdSt.ll

と定義する。このとき,税率tがTに属すならば,Cは閉凸錐で,intCは非空かつ無裁

定価格のみからなり,q¢intCならば,qに対して裁定が存在する。

定義2経済(U,e,0の均衡とは,価格と配分と公共財供給の組(pサ9,x,y,G)で,次の条

件をみたすものとする。

(i)全ての消費者h∈Hに対して(p,q,G)を所与として(x¥yh)が予算制約の下でUh

の最大元になる。

(")

∑eh-∑xh+g, ∑r-o
h∈H    h∈H      h∈H

ここで9'・-(91,-,9S), 9s :-(0,…,O,cg

(iii)政府の予算制約がみたされている。

(3)

上の定義でt - 0とすると, GP(1986)における不完備市場均衡(GEI)に戻る。経済

(U,e)に対するGEI均衡(p,&x,y)を,経済(U,e,t-O,G-O)の均衡に対応するGEI

均衡と呼ぶことにしよう。ここで,経済(U,e)とは,賦存の組がeになり,効用の組がU
となるようなH人の消費者からなる経済である。つまり,本稿のモデルは,標準的な不完

備市場モデルの自然な拡張になっている。

定理　A1-A6を仮定する。このとき任意のf∈7-に対してp≫0をみたす均衡が存在す
る。

(証明)

立方体K:- [-k,k]SL+Aを考えるoここで, k>∑h。h¥¥*¥¥とする。

△N-1:- {5∈畔J∑S.A- i}

Q :-Cc¥ AA-1

lo梼水(2002)補題3
11肩つきのTは転置を表わす。
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と定義する。財と証券の価格の集合をそれぞれ(△(L~1})5,Qに限っても一般性を失わな

い。不動点対応

中K:(△L-1¥SxQxKx[0,司S→(△L-1¥SxQxKx[0,司S

◎K(M,(z,t/),T):-(◎1×卓2×@3Kx34)(p,g,(*,v),T)

を,

申i(p,q,x,y,G):-aigm&xg∈qq-v

$2(p,q,x,y,G):-JJargmaxpa。△i-lPa*(ご-es)

s∈S

畔(p,q,x,y,G):-d(e,t,p,q,G¥K)-(∑he¥O)

ョ4(p,q,x,y,G):-(Ia)i。s,where/s:-tsrs・(∑fctf+)<≡・-Tma.-xfcs*-」l

のようにつくる。ここで^maxはRの最大要素es:-∑h。He告とする。またyは∑h。Hyh

xgは∑h。H増と意図されている。不動点定理より,ある{p*,q¥x¥y¥G*)∈(△L-1

)sxQxKxl0,司SHで

(p*,q*,x*,y¥G*)∈◎K(p*,q*,x*,y*,G*)

をみたすものがある。

Ryl+Ryュ_<0を示すoいま,Ryュ+Ry*
_>0としてみるoこのときあるSが存在し
てTa'V≧rs-y‡+rs-yt>0となっているoそのSを固定しておくov-をS番目の要素

が1,他の要素は0であるS次元ベクトルとすると-TIT虎-rs∈Cである。q*∈CでC

は凸錐なのでq*+fs∈Cである。よって,ある人>0が存在して,A(q*+rs)∈Qをみ

たすようにできる。q*蝣Vn*-0,∀h∈Hよりq*・y*-0なのでq:-A(q*+rs)とする

とq-y*-A(q*+fs)-y*-¥fs-y*>0であるoこれは◎1の作り方から<z*・y*-0の

極大性に反する。

次にy*-0を示すoy*≠OとするとRIA++RIA_がフルランクであることから,

Ry*
++Ry*
_<0となるoよってR(-vl)+R(-yl.)>O,<f-(-V*)-Qであるoこのとき,-y*は裁定なので,個人hは,h.-・蝣-yh*+{-y*)を選ぶとyhは予算制約をみたLyh*

を選ぶより高い効用を得られる。これは(zh¥yh*)の最適性に反する。

ワルラス法則よりp*s-{x*
s-es+g*
s)≦O,∀S∈Sである。また,p'∈◎2(p*,g*,x*>y*,G*)より,ps>(x*-es+g*
s)<p*s-(x*s-es+g*
s),Vps∈△L-lである。よってx*s-es+g*
s<0
である。3;h≧0,9a≧0かつ3;:-es+g*-∑h{x告*-eh)+9,なのでnh*≦∑ieiである。

よって

IIrh
IFつl≦IIS*∈He-∀h∈H
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次に�"n¥�"n⇒∞)である立方体rx-.-¥-uu]SL+A
J^-n・-L"'ni""n¥の列を考える。各nに対して
中Knの不動点(p完,q芸,3芸,y完,G完)が存在する。3=た*は(*)よりコンパクトな集合に属し,

p完,q;もコンパ.クトな集合に属すので,それぞれ収束部分列をとることができる。それを,

pニ⇒p¥qニ⇒q,x£⇒3;I

とする。

次に,p*≫0を示す。A4より,h*≫Oであることに注意しておく。いま,ある1(8)

についてpi-oとし(p*si)n→p:Lとなったとする1st∈RSLをl{8)方向への単位ベ

クトルとするb:-min^x.i。s4と定義する。A3より,

Uh(xh*+bls」,G*)>Uh{xh*,G*)

である。また,効用関数の連続性と(p*st)n→0より十分大きいnについて,

uh{{l-(p*al)n)x告+bls」,G*)>Uh{x告*,」*)

が成り立つ。また(pササ・(招%-(pt)n・e告≧W)サーbここでb:-(6,…,b)∈RLな

ので,

((i-(&)サ)*告*+&wi-(pi)サ)y;h*¥∈B(e¥p*,q*)nKn

である。これは,

(魂vh*)
>an)∈d¥v芸,q完,G芸¥Kn)

に反する。よって,p*≫0である。

pll≫0,Rまフルランクを持ち,かつ魂*⇒,/l*なので

孟p*s'(x告*-O)≦{l-Qn-y^+rs-y聖

は一意な解yh*-limサ→∞yh*
tinをもつ。
十分大きなnについて,{xh¥yh*)∈intKnである。Uhの連続性と凸性から.(***,!/**)

は(p¥q*,Th*)を所与としたときの予算制約式のもとでの最大元である。連続性よりy*-O

かつx*a-e*+g¥≦0,∀S∈Sであるoよってp*≫0より*a+9s-ea∀S∈Sである。

よって(p*,g*,z*,y*,G*)は均衡であることが証明された。(証明終り)

3　おわUに

本稿では,不完備市場モデルに資本所得税および公共財を導入したモデルの均衡の存在

を証明した。これによって,租税や公共財供給といった政府の活動が存在する状況下での,

資源配分や資産価格に関して整合的に分析を行う基礎を固めることが出来た。ただし,資

源配分の効率性や,政府の活動と資産価格の関係については今後の研究課題としたい。
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